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Cappio Borlino A., Di Cola G., Marras G., 1990 - The compartmen­
tal models in the study of natural populations dynamics. Boll. Soc. Sar­
da Sci. Nat., 27: 77-114. 
Compartmental models are in common use in the study of ma­
ny biological, agricultural and economic systems.The present 
paper is an attempt for a review of the great potentialities of 
the compartmental model originally proposed by ARGENTESI, 
DE BERNARDI and DI COLA (1974 a,b) for the study of the dyna­
mics of single species populations with continuous recrui­
tment. 
By means of this mathematical model it is possible to derive 
a simple methodology for an indirect estimation of some dy­
namic parameters which are not directly evaluable with ex­
periments but which are essential for the biological inter­
pretation of the biotic and abiotic interactions of the popu­
lations. 
The examples which are reported of application of the compart­
mental model to several experimental situations show that the 
methodology may be used to evidence the regulatory and per 
turbatory processes acting on fecundity and mortality rates of 
populations. 
In the compartmental framework the population dynamics can 
also be expressed as biomass in order to evaluate the popula­
tion production. 
The parameters of the ordinary differential equations can be esti­
mated via linear programming,which easily permits the intro­
duction of constraints on the parameter value,and the derivative 
estimation via base function,that avoids the error amplifications 
of the numerical derivative. 
KEY WORDS: Compartmental models, population dynamics, fe­
cundity and mortality rates. 
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PREMESSA 

Gli studi della dinamica delle popolazioni orientati in senso ma­
tematico sono focalizzati essenzialmente sulla ricerca di metodolo­
gie idonee alla determinazione ed all'analisi delle fluttuazioni 
stagionali della densità delle popolazioni naturali, la cui scala tem­
porale è tale da poter considerare ininfluenti o trascurabili gli effet­
ti associati all'insorgenza di mutazioni, 'alla selezione ed alla deriva 
genetica. 

L'interesse si accentra in particolare sulla possibilità di perve­
nire ad una stima indiretta di alcuni parametri di dinamica di popo­
lazione,quali i tassi di sviluppo, di natalità e di mortalità che nelle 
popolazioni naturali per lo piu' non sono suscettibili di valutazioni 
sperimentali dirette, ma la cui conoscenza si è rivelata essenziale 
per un'interpretazione corretta delle interazioni biotiche ed abioti­
che che regolano la struttura e la dinamica delle popolazioni. 

Le tecniche di calcolo basate sulle cosi' dette «tavole di soprav­
vivenza» consentono di risolvere il suddetto problema di stima, li­
mitatamente però a quelle popolazioni la cui riproduzione si verifica 
in intervalli di tempo discreti ed isolabili all'interno del ciclo vitale 
(Poole,1974). La valutazione dei parametri dinamici rimane invece 
una questione aperta nel caso delle popolazioni a reclutamento con­
tinuo (anche per questo caso, tuttavia, non mancano contributi teo­
rici di parÙcolare interesse). 

In termini matematici, il nucleo teorico del problema della di­
namica delle popolazioni può essere riassunto dalla seguente re­
lazione: 

[1] LlN/Llt = N r(t) 

dove r(t) rappresenta il tasso istantaneo del cambiamento della den­
sità della popolazione (N), valutabile a sua volta come: 

[2] r(t) = b(t) - d(t) 

in cui b(t) misura il tasso istantaneo di natalità e d(t) il tasso istanta­
neo di mortalità. Il problema si riduce allora alla ricerca di un me­
todo atto a valutare i tassi b(t) e d(t) a partire dalle osservazioni 
sperimentali di N(t). 
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Tra le diverse strade che sono state indicate a questo scopo le 
piu' significative sembrano essere quelle originariamente proposte 
da Elster e da Edmondson. Il metodo suggerito da ELSTER (1954) con­
siste nel postulare una sorta di coefficiente di rinnovamento della 
popolazione, da porre eguale al reciproco del tempo di sviluppo del­
l'uovo e/o dell'embrione(TJ Moltiplicando tale coefficiente per il 
numero delle uova e/o degli embrioni (E) presenti nella popolazione 
si ottiene il numero dei nuovi nati per giorno(BN): 

[3] E/Te =B N 

dove B rappresenta il tasso finito di natalità. In questo modo, per 
ogni dato intervallo di tempo, può essere calcolato un nuovo valore 
di (N), che esprime una sorta di «densità potenziale» della popola­
zione. La differenza tra questo valore potenziale ed il valore di (N) 
effettivamente osservato permette poi di stimare il tasso di mortalità. 

La metodologia proposta da Edmondson (1960,1968,1972) si dif­
ferenzia per la scelta di un modello di crescita continua e di tipo espo­
nenziale, laddove Elster ipotizza un modello di crescita discreta e 
di tipo lineare. Posto: 

[4] N(t) = Noexp(rt) 

il parametro (r) può essere calcolato a partire dalle densità della po­
polazione misurate in differenti valori del tempo: 

[5] r = [lnN(t) - InNo]/t 

Se poi, seguendo Elster, si pone: 

[6] B = E/T N 
e 

dove: 

B tasso unitario di natalità 
E numero attuale di uova e/o embrioni 
Te tempo di sviluppo dell'uovo e/o dell'embrione, generalmente 

derivato da osservazioni su individui sperimentali 
N densità attuale della popolazione 
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il metodo di Edmondson consente di stimare il tasso istantaneo di­
natalità (b), a partire da (B), nel modo seguente: 

[7] b = In(1 + B) 

Infine, la sostituzione nella relazione [2] dei valori di (r) e di (b) otte­
nuti dalle equazioni [5] e [7] consente la determinazione del tasso 
istantaneo di mortalità (d). 

Sia il modello di Elster che quelio di Edmondson soffrono della 
limitazione di non considerare la dinamica delle uova, il cui insie­
me viene trattato esclusivamente come una sorta di «serbatoio» per 
il reclutamento di nuovi individui nella popolazione; entrambi i mo­
delli, inoltre, sono vincolati dalla necessità di ripetere le osservazio­
ni sperimentali ad intervalli di tempo il più possibile prossimi ai 
tempi di sviluppo delle uova. Un grosso limite interessa infine l'in­
tero quadro teorico che si costruisce a partire dalla relazione [1]. Essa 
sottintende, infatti, che la popolazione studiata sia riducibile ad un 
insieme di individui tutti identici. Mentre nelle popolazioni naturali 
esiste almeno un parametro le cui variazioni si riflettono in diffe­
renze delle proprietà biologiche degli i.ndividui, che sono assai si­
gnificative e determinanti rispetto ai comportamenti dinamici della 
popolazione: l'età. Si comprende pertanto come rivesta particolare 
interesse l'approccio alla determinazione dei parametri dinamici in 
funzione, oltre che del tempo, dell'età degli individui della popo­
lazione. 

Se indichiamo con n (a, t) la densità della popolazione di età (a) 
al tempo (t), la densità della popolazione di età (a + Aa) al tempo 
(t + At) può essere espressa dalla seguente equazione alle differen­
ze finite: 

[8] n(a + Aa, t + At) = n(a,t) [1 - d(a,t)Aa] 

dove d(a, t) è il tasso unitario di mortalità per la popolazione della 
classe di età (a). E, poiché il termine [1 - d(a, t) A a] rappresenta evi­
dentemente un coefficiente di sopravvivenza, l'equazione [8] si rive­
la del tutto simile alla matrice di Leslie (1948). Scritta la [8] in forma 
matriciale, si ottiene infatti: 

[9] 
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dove: 

e 

1-d
r
_

1 
O 

D'altra parte, lo sviluppo dell'equazione [8] in serie ed un semplice 
passaggio al limite portano alla seguente equazione alle derivate par­
ziali (Rotenberg, 1973): 

[10] an(a,t)/at + an(a,t)/aa = - d(a,t)n(a,t) 

che è manifestamente equivalente all'equazione originaria [1], scrit­
ta in una forma che rende esplicita la strutturazione della popola­
zione in differenti classi di età e sottoposta ad un passaggio al limite. 
Essa descrive il processo continuo di sviluppo della popolazione. 
All'equazione [10] debbono essere associate le seguenti condizioni ini­
ziali e ai bordi: 

[11] n(a,O) = no(a) 

[12] n(O,t) = \~ b(a;t)n(a;t)da 

dove b(a;t) esprime il tasso unitario di fecondità. 
Nelle popolazioni naturali, però, l'età degli individui non è un 

parametro facilmente determinabile; per cui pare più opportuno so­
stituirla con un'altra grandezza (ad esempio l'età fisiologica, le di­
mensioni, il peso o la stadio di sviluppo) che risulti direttamente 
misurabile e che possa, a sua volta, essere messa in relazione con 
l'età. Indicando con (s) la nuova variabile legata all'età e con 
(Vs =ds/dt) il tasso di variazione di (s), l'equazione [10] diventa (Sin­
ko e Streifer, 1969): 
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[13] on(s,t)/Ot = o[V.n(s,t)]/os = - d(s,t)n(s,t) 

con D < s < L, se (L) rappresenta l'età al di sopra della quale nessun 
individuo della popolazione sopravvive. 

Malgrado la sostituzione del parametro età con la grandezza os­
servabile (s), lo studio della dinamica delle popolazioni naturali con­
tinua a scontrarsi con la difficoltà di valutare sperimentalmente la 
variabile n(s, t), in quanto la densità della popolazione in esame può 
di solito essere osservata solamente in relazione a dei sotto-intervalli 
finiti della variabile di sviluppo (s). Ciò pone problemi di campiona­
mento non sempre facili da risolvere. 

I MODELLI COMPARTIMENTALI 

Dal quadro teorico che si è presentato a grandi linee nel para­
grafo precedente discende che lo studio della dinamica delle popo­
lazioni naturali a reclutamento continuo può essere facilitato da una 
metodologia che consenta di stimare i parametri dinamici relativi 
a ciascuno degli stadi di sviluppo in cui la popolazione possa essere 
convenientemente suddivisa (ARGENTESI, DE BERNARDI, DI COLA e GIUS­
SANI, 1973; ARGENTESI, DE BERNARDI e DI COLA, 1974 a e b; DE BERNARDI 
e DI COLA, 1976; ARGENTESI, DE BERNARDI e DI COLA, 1978). 

Quando l'intervallo (D,L) viene suddiviso in un insieme di sottoin­
tervalli finiti, l'equazione [13] può essere approssimata con il seguen­
te sistema di equazioni differenziali ordinarie, che fanno passare il 
modello da una struttura a parametri distribuiti ad una struttura 
a parametri concentrati: 

[14] dNk/dt = Rk - Rk + l - dk(t)Nk 
k = 1,2, .... n 

dove (n) è il numero degli stadi di sviluppo o classi di età in cui la 
popolazione è stata suddivisa, i termini Rk rappresentano i tassi di 
trasferimento tra i diversi stadi ed Ro è evidentemente il tasso di 
riproduzione, infine il termine dk(t)Nk indica il tasso di mortalità re­
lativo allo stadio (k). 

Il modello può essere rappresentato graficamente nel modo se­
guente: 



R 
~ 

Si può inoltre porre: 

[15] Ro = Ebk(t)Nk 

R 
--~ 

83 

dove (bk) è diverso da zero solo per gli stadi riproduttivi. Inoltre, re­
cuperando l'originario suggerimento di Elster ed Edmondson, si può 
stabilire che Rk sia approssimato da NklTk, in cui Tk misura il tem­
po medio di permanenza di ciascun individuo della popolazione nel­
lo stadio (k). In tale approssimazione i diversi stadi di sviluppo isolati 
nell'intera popolazione sono rappresentati da una successione di 
compartimenti omogenei, mentre i processi di nascita, di sviluppo 
e morte vengono descritti come flussi di input, di output e di con­
nessione fra i diversi compartimenti. È ovvio che la complessità del 
modello da utilizzare concretamente nei diversi casi di studio dipen­
de dalla complessità delle popolazioni esaminate. Il caso più sem­
plice è evidentemente quello del modello ad un solo stadio, che si 
riduce allo schema: 

_R-----+. G d(t)N 

descritto dall'equazione differenziale: 

[16] dN/dt = R - d(t)N 

che, quando (R) sia posto eguale a E/Te' riporta al metodo di stima 
suggerito da Edmomdson, e può pertanto essere utilizzata proficua­
mente nella soluzione di problemi di stima simili a quelli affrontati 
da questo autore: ad esempio, un modello di questo tipo può essere 
adeguato per la descrizione delle caratteristiche dinamiche di una 
popolazione di rotiferi. 
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Una schematizzazione più complessa, in grado tra l'altro di te­
nere conto della dinamica delle uova, è quella a due compartimenti, 
del tipo: 

f(t)N 
E 
Te G 

t d,(t)N 

che corrisponde al sistema di equazioni: 

[17] 
dE/dt = f(t)N - E/Te - de(t)E 
dN/dt = E/Te - dn(t)N 

A partire dal modello [17] o da una sua estensione è possibile attin­
gere una stima dei più significativi parametri dinamici di una qual­
sivoglia popolazione naturale con reclutamento continuo sulla base 
di un semplice algoritmo numerico (ARGENTESI, DE BERNARDI e DI Co­
LA, 1974 a) che si riporta in appendice. 

Per quanto specificamente concerne il modello [14], è il caso di 
notare che esso è suscettibile di successive complicazioni non solo, 
come è ovvio, nel senso dell'aumento del numero degli stadi di svi­
luppo, ma anche per quanto riguarda il numero dei parametri rispet­
to ai quali una popolazione può essere suddivisa in stadi approssi­
mativamente omogenei. La suddivisione per classi di età, o per sot­
tointervalli di una sola variabile (s) legata all'età, rappresenta infat­
ti il caso più semplice di «collasso» in una dimensione di un generale 
spazio parametrico (8) ad (n) dimensioni, che il modello comparti­
mentale considera suddiviso in (k) celle di volume finito (ARGENTESI, 
DE BERNARDI e DI COLA, 1978). In questo caso più generale il sistema 
di equazioni differenziali [14] è sostituito dal sistema: 

[18] 

dove le Pij rappresentano i flussi della cella (i) alle celle U), mentre 
le Qij rappresentano i contributi attivi dalle celle U) alla cella (i). 
Chiaramente si ha che P .. = - Q .. , mentre il caso P .. = O significa 

I] I] I] 

l'assenza di un flusso nella direzione dalla cella (i) alla cella U). 
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Un'altra possibile estensione del modello compartimentale, di 
cui diremo nel seguito, riguarda la sua ridefinizione in termini di 
biomassa, che consen!e tra l'altro di valutare la produzione di una 
popolazione nel senso di WINBERG (197l). 

È inoltre il caso di evidenziare che la trasformazione delle equa­
zioni [14] in termini discreti rispetto alla variabile temporale, quale 
si ottiene con il metodo di Euler, consente una rappresentazione ma­
triciale del modello simile alla matrice di Leslie, che, ponendo per 
semplicità t= 1, assume la forma suggerita da Di Cola: 

[19] N(n+l) = 

(l-liTI-dI) 
liTI 
O 

b
2 
••• 

(1-lIT
2
-d

2
) 

1/T
2 

b
2

_
1 

.0 
O 

dove Nn rappresenta il vettore delle densità della popolazione, cioè 
l'insieme dei valori della densità della popolazione nelle varie classi 
di età o di dimensione o di peso o di stadio di sviluppo, al tempo 
(tJ 

Questa forma di schematizzazione del modello compartimenta­
le si rivela di particolare utilità nei casi in cui il modello venga ap­
plicato allo studio di popolazioni che presentano una strutturazione 
stabile in classi di età. 

Infine, un ulteriore affinamento del modello compartimentale 
consente di superare parzialmente il limite imposto all'approssima­
zione dall'accettazione dell'ipotesi di Elster ed Edmondson, secon­
do la quale un unico tempo di sviluppo (Ti) è attribuito a tutti gli 
individui della popolazione presenti nello stadio (i). Si dimostra in­
fatti (MANETSCH, 1976; GUTIERREZ e BAUMGAERTNER, 1984) che, quan­
do lo stadio di sviluppo (i) viene suddiviso in (k) sottostadi, i tempi 
impiegati dagli individui ad evolvere attraverso lo stadio (i) vengo­
no distribuiti secondo una funzione di densità di Erlang: 

[20] y{t) = KlT[rk-I/{K-l)! ] exp{-kt/T) 
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con media (T) e varianza (T2/K). Il valore di (K) può essere stimato 
sulla base dei dati relativi al tempo di sviluppo (Fig. 1) . 

o .5 . 75.9 -\. 

Tempi di ~vlluppo 

Fig. 1 - Funzioni della densità di probabilità di Erlang per tempi di sviluppo nor­
malizzati, al variare di (k). 

APPLICAZIONI DEL MODELLO COMPARTIMENTALE AD ALCUNE SITUA­
ZIONE SPERIMENTALI 

Il modello compartimentale [14] ha trovato proficua applicazio­
ne in diverse situazioni sperimentali, rispetto alle quali esso è in gra­
do di fornire"utili informazioni di interesse biologico, soprattutto 
riguardo ai fattori di regolazione e di perturbazione che possono agi­
re in modo determinante sui tassi di fecondità e di mortalità delle 
popolazioni naturali. 

Sotto questo aspetto riveste un particolare interesse l'applica­
zione del modello allo studio della dinamica di una popolazione di 
Daphnia hyalina Leydig del Lago Maggiore (DE BERNARDI, 1974; DE 

BERNARDI e GIUSSANI, 1975), piccolo crostaceo (cladocero) appartenen­
te allo zooplancton. Con un modello a tre compartimenti sono stati 
ottenuti i risultati riportati in Fig. 2 sui tassi di mortalità relativi 
allo stadio giovanile e a quello degli individui adulti. D'altro canto, 



d 

0,6 

0.2 

" , 

A M 

A H 

87 

J J A 

J J A 

Fig. 2 - Tassi istantanei di mortalità di individui giovani (_) e adulti (-------) di una 
popolazione di Daphnia hyalina nel lago Maggiore (DE BERNARDI, 1974). 

il tasso unitario di mortalità della popolazione di Daphnia appare 
legato alla densità delle popolazioni di due predatori invertebrati: 
Leptodora kindtii e Bythotrephes longimanus (Fig. 3). L'analisi dei 
risultati sperimentali consentita dal modello compartimentale non 
solo mostra che le due specie di predatori agiscono come regolatori 
della popolazione di Daphnia, ma evidenzia anche che la predazione 
è decisamente selettiva, con un'azione preferenziale sui componen­
ti della popolazione di dimensioni più ridotte. A tale meccanismo di 
predazione selettiva si deve pertanto attribuire la maggiore respon­
sabilità del calo repentino della densità della popolazione di Daph­
nia che si osserva nei mesi estivi (Fig. 4). 
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Fig. 3 - Tasso istantaneo di mortalità d ( ___ ) di una popolazione di Daphnia e den-
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sità delle popolazioni di Leptodora kindtii ( __ ) e di Bythotrephes longima. 
nus ( ..... ) nel lago Maggiore (DE BERNARDI, 1974). 
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Fig. 4 - Densità delle popolazioni di Daphnia hyalina (a), Leptodora kindtii (h) e By­
thotrephes longimanus (c) nel lago Maggiore (DE BERNARDI, 1974). 
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Le fluttuazioni del tasso istantaneo di fecondità sembrano inve­
ce collegate sia alla disponibiltà di risorse alimentari che alla tem­
peratura dell'acqua. Questi due fattori determinano pertanto la 
capacità del sistema di sostenere la popolazione di Daphnia; vale a 
dire che essi si comportano come fattori di perturbazione, nel senso 
della teoria di WILBERT (1970, 1971). 

L'ipotesi formulata originariamente da MILNE (1961) e sviluppa­
ta poi da Wilbert considera le popolazioni naturali come dei sistemi 
controllati, rispetto ai quali i diversi fattori indipendenti dalla den­
sità della popolazione agiscono come effetti di perturbazione dei li­
velli attuali della densità, sia modificandoli direttamente sia influen­
zando la «carrying capacity» dell'ecosistema. I meccanismi che di­
pendono dalla densità della popolazione sono pensati invece come 
fattori di regolazione, capaci di riportare il sistema alle condizioni 
di equilibrio. 

La teoria di Wilbert si può pertanto considerare come il tentati­
vo di fondere le due ipotesi fondamentali e contrastanti, con le "qua­
li si è cercato di comprendere i meccanismi cui imputare le 
fluttuazioni stagionali subite dalla densità delle popolazioni natu­
rali: l'ipotesi che evidenzia in primo luogo la rilevanza dei fattori 
abiotici (temperatura, disponibilità di risorse alimentari, etc.) (AN­
DREWARTHA e BIRCH, 1954) e l'ipotesi che, al contrario, sottolinea il 
ruolo prevalente dei fattori legati alla densità ed alle interazioni tra 
popolazioni (tasso di crescita, competizione, predazione, parassiti­
smo) (VOLTERRA, 1926; NICHOLSON; 1933, 1954; LOTKA, 1956). 

I risultati derivanti dall'applicazione del modello compartimen­
tale allo studio della popolazione di Daphnia sembrano confermare 
la teoria di Milne e Wilbert circa i ruoli complementari giocati dai 
fattori biotici e abiotici nella dinamica delle popolazioni naturali. 

Un modello compartimentale a quattro stadi si è rivelato parti­
colarmente proficuo nello studio della dinamica di popolazione di 
insetti polivoltini (CAVALLORO, DELRIO e DI COLA, 1975), per i quali ri­
sulta particolarmente difficile definire la struttura interna della po­
polazione e la sua evoluzione. Infatti, nonostante sia possibile 
individuare un definito numero di generazioni durante un ciclo an­
nuale, la natura continua della riproduzione e della mortalità ed i 
sovrapporsi degli stadi di vita rendono difficoltosa la valutazione dei 
parametri relativi ai processi caratteristici quali la fecondità, lo svi­
luppo e la mortalità, a partire dalla semplice conoscenza della de n-
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sità di popolazione. Una popolazione del Dittero Tripetide Dacus 
oleae Gmelin (mosca delle olive) è stata suddivisa in quattro stadi 
fondamentali di sviluppo: uova, larve, pupe, adulti. Se si indicano 
con E,L,P,A le densità rispettive dei quattro stadi, la dinamica della 
popolazione può essere descritta in termini di bilancio continuo col 
seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie: 

[21] 

dove: 

dE/dt =F - RE - ME 
dL/ d t = RE - RL - ML 
dP/ d t = RL - Rp - Mp 
dA/dt = Rp - MA 

F rappresenta il tasso di fecondità (cioè il numero di uova depo­
ste nell'unità di tempo da una data popolazione); 

RE, RL, RP rappresentano rispettivamente i tassi di sviluppo del­
le uova, delle larve e delle pupe (cioè il numero di individui che pas­
sano allo stadio successivo nell'unità di tempo); 

ME, ML, Mp, MA rappresentano rispettivamente i tassi di mor­
talità delle uova, delle larve, delle pupe e degli adulti (cioè il nume­
ro degli individui che muoiono nell'unità di tempo), intendendo per 
mortalità quella globale dovuta sia a cause biotiche che abiotiche, 
al netto del tasso di migrazione per ciò che concerne gli adulti (che 
evidentemente sono l'unica componente ad essere interessata da fe­
nomeni migratori). 

Indicando poi con (H) la fertilità (intesa come tasso di uova che 
effettivamente si schiudono) data da: 

H = F - ME 

si può porre: 

dove F rappresenta il rapporto dei sessi, (h) il tasso unitario di fer-
p 

tilità (cioè il numero di uova schiuse per femmina nell'unità di tem-
po) ed (A), come già detto, il numero degli adulti. 

Poiché nel caso delle popolazioni di Dacus oleae è assai difficile 
ottenere una rappresentazione adeguata dei tassi di sviluppo relati-
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vi ai diversi stadi, pare particolarmente utile accogliere il suggeri­
mento di Elster ed Edmondson, assumendo che la distribuzione per 
età di uova, larve e pupe in ogni compartimento sia uniforme; onde, 
indicando rispettivamente con TE, TL, Tp i tempi di sviluppo di uo­
va, larve e pupe, i relativi tassi di sviluppo possono essere espressi 
nel modo seguente: 

RE = E/TE; RL = L/TL; Rp = P/Tp 

Infine, il sistema [21] può essere riscri tto come segue: 

[22] 

dE/dt = A*F *h - E/TE 
p 

dL/dt = E/TE - L/TL - mL*L 
dP/dt = L/TL - P/T p - mP*P 
dA/dt =·P/Tp - mA*A 

dove mL, mP, mA rappresentano i tassi unitari di mortalità. 
A questo punto lo scopo del modello diventa quello di stimare, 

a partire da osservazioni ad intervalli discreti di tempo della densi­
tà di popolazione dei vari stadi, i parametri dinamici: 

h,mL,mp,mA 

che si suppongono dipendere dal tempo, nell'ipotesi che siano no­
ti il rapporto tra i sessi ed i tempi di sviluppo relativi ai diversi 
stadi. 

Una preventiva regolarizzazione dei dati sperimentali, ottenuta 
con l'uso di funzioni «spline» cubiche naturali (GALLIGANI, 1972), e 
la successiva stima dei parametri determinata con un metodo diffe­
renziale diretto (ARGENTESI, DE BERNARDI e DI COLA 1974a; vedi appen­
dice), hanno condotto ai risultati che vengono riportati in Fig. 5. 

La mortalità larvale è dovuta soprattutto alla parassitizzazione 
da parte degli Imenotteri Calcici di Pnigalio mediterraneus Ferr.et 
Del. ed Eupelmus urozonus Dalm., che agiscono particolarmente sul­
la seconda generazione del Dacus oleae. Questi parassiti, che hanno 
raggiunto un tasso di parassitizzazione del 70% nella prima genera­
zione, non sono però efficaci sulla terza generazione, probabilmen­
te a causa delle modificate condizioni ambientali in senso a loro 
sfavorevole. 
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Eupelmus urozonus oltre che parassitizzare le larve, è anche pa­
rassita delle pupe (nonché iperparassita su Pnigalio mediterraneus). 
Questo fatto spiega sia il picco di mortalità dovuto alla presenza di 
detto parassita, sia i due picchi di mortalità pupale, di cui il primo 
è contemporaneo al picco di mortalità larvale ed è dovuto alla stes­
sa causa, mentre il secondo, spostato di circa 15 giorni, è dovuto al­
la conseguenza della parassitizzazione delle larve che hanno dato 
origine alle successive pupe. 

I due massimi che si osservano nella mortalità degli adulti si 
possono riferire: il primo, piu accentuato, agli adulti sfarfallati dal­
le pupe del terreno (che hanno quindi vissuto per alcuni mesi) ed il 
secondo alle peggiorate condizioni ambientali. 

Si può infine osservare come la fertilità vari notevolmente nel 
tempo, con ogni probabilità a causa di diversi fattori ambientali, qua­
li il clima, le possibilità alimentari, la qualità delle olive in cui si so­
no sviluppate le larve, ecc. 

Di notevole interesse è un'applicazione del modello con due com­
partimenti allo studio dei processi rilevanti della dinamica di popo­
lazione del Dittero Tripetide Ceratitis capitata Wied (mosca mediter­
ranea della frutta) (CAVALLORO e DI COLA, 1980), uno degli insetti agra­
riamente più dannosi, in quanto le sue larve manifestano una larga 
polifagia, potendo si evolvere a spese di circa duecento specie di pian­
te coltivate. 

L'importanza di questa applicazione discende dal fatto che essa 
costituisce un buon esempio della flessibilità e della potenzialità di 
sviluppo dei modelli compartimentali: in effetti essa dimostra che 
le equazioni del modello possono essere adattate a considerare l'ef­
fetto di diversi fattori esterni che possono determinare i processi 
evolutivi della densità di una popolazione naturale, quali l'immigra­
zione e l'emigrazione; cosÌ come possono tenere conto delle situa­
zioni in cui il tasso di crescita relativo ad uno stadio di sviluppo, oltre 
a dipendere dalla densità dello stadio precedente, risponde con un 
certo ritardo alle variazioni di tale densità. 

Il modello in parola si riferisce ad una popolazione di ceratite 
in un ambiente agrumicolo in condizioni naturali e ne descrive la 
dinamica con riguardo a due stadi fondamentali di sviluppo: lo sta­
dio preimmaginale, che viene a comprendere uova, larve e pupe, e 
lo stadio adulto. 
Indicando con I(t) la popolazione degli stadi preimmaginale e con A(t) 



95 

la popolazione degli adulti, si possono scrivere le equazioni diffe­
renziali: 

[23] 
dI/dt = f(t)qA - f(t-r)SI(t)qA(t-r) - JL1(t)I 
dA/dt = f(t-r)SI(r)qA(t-r) - JLA(t)A(t) - eA(t) + iA(t) 

che descrivono i processi rappresentati graficamente dalla figura: 

rinnovo 

:----0--~e~~~a:e~~o--~ 
L ____ V \J 

mortalità l mortalità l 
con il seguente significato dei simboli: 
f(t) è il tasso di fecondità; 
q è il rapporto tra i sessi; 

emigrazione 

immigrazione 
E 

SI(r) rappresenta la frazione di uova che si sviluppa fino allo stadio 
adulto; 
eA(t) è il tasso di emigrazione; 
iA(t) è il tasso di immigrazione; 
JLs(t) è il.tasso di mortalità negli stadi preimmaginali; 
JLA(t) è il tasso di mortalità degli adulti. 
La dinamica della popolazione è pertanto descritta da un sistema 
di equazioni differenziali con ritardo (r), che esprime il tempo che 
intercorre tra il processo di ovideposizione ed il processo di reclu­
tamento alla classe adulta. 

Il danno causato dall'ovideposizione della ceratite è valutabile 
in termini di fecondità (numero delle uova deposte); di conseguenza 
il danno causato dalla popolazione ad ogni istante dipende dalla den­
sità della popolazione femminile, e quindi indirettamente dalla den­
sità iniziale, dai tassi di sviluppo, mortalità e migrazione ed ovvia­
mente dai fattori ambientali che li influenzano. 

Per quanto concerne la fecondità, e di conseguenza l'attacco ai 
frutti, si può adottare un modello specifico che tiene conto dei prin­
cipali fattori che la influenzano, quali la fertilità e relativi fattori 
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di contenimento, dovuti all'eventuale impiego di agenti biologici, alla 
recettività della frutta e alla effettiva quantità di frutta disponibile. 
Una volta assegnati i parametri e le condizioni iniziali è possibile 
simulare la dinamica di una popolazione di ceratite con riferimento 
ad uno specifico ambiente. La Fig. 6 rappresenta l'evoluzione di una 
popolazione di Ceratitis capitata relativa ai due stadi di vita e la re­
lativa infestazione, calcolata in riferimento ad una superficie di lO 
are di agrumeto a clementine. 
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Fig. 6 - Ceratitis capitata Wied: andamento della popolazione negli stadi preimma­
ginale ed adulto in funzione del tempo e relativa infestazione (CAVALLORO e 
DI COLA, 1980). 
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Particolarmente nella formulazione in termini matrici ali [19], il 
modello compartimentale può essere applicato con buoni risultati 
anche allo studio della dinamica interna di alcuni sistemi macrosco­
pici, ad esempio ai sistemi forestali, periodicamente sottoposti al ta­
glio e continuamente rinnovati. Dato che il processo di crescita degli 
alberi dura svariati anni, la trattazione di un sistema forestale con 
un modello matematico che ne consente la strutturazione in diverse 
classi di età pare in effetti di notevole convenienza. 

Poiché, d'altro lato, si trova che il volume degli alberi è media­
mente legato all'età da una relazione di tipo logistico, gli stadi di svi­
luppo intermedi possono essere selezionati sulla base del volume, 
in modo da coprire interamente il periodo in cui la crescita è più 
rapida; mentre la prima e l'ultima classe di età rappresentano rispet­
tivamente la parte iniziale e quella finale della curva di crescita. 

Un modello compartimentale a cinque stadi di sviluppo è stato 
utilmente applicato all'analisi dei dati relativi alla produzione di un 
bosco ceduo dell'Italia centrale (DI COLA e CANALI, 1979). La curva 
di produzione degli alberi è stata suddivisa in cinque stadi, a cia­
scuno dei quali corrisponde uno specifico valore del tempo di svi­
luppo, stimato con un semplice procedimento grafico (Fig. 7). 

31. ___ _ 

I 
I , 5 

8 12. 14 &0 ~ lo.nnl.) 

Fig. 7 - Produzione di un bosco ceduo presso Stroncone (TN). Suddivisione in 5 sta­
di di sviluppo. 
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Fig. 8 - Densità della popolazione di alberi nei diversi 
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Il modello ipotizza che non si effettuino tagli di alberi nella pri­
ma classe di sviluppo e che, inoltre, il sistema nel suo complesso sia 
chiuso rispetto al numero delle piante, vale a dire che ogni albero 
che viene tagliato sia rimpiazzato da un nuovo albero da calcolare 
nel primo stadio di sviluppo. Queste ipotesi, pur sem­
plificando notevolmente il sistema reale, fanno si che il modello pre­
senti delle proprietà matematiche importanti, in primo luogo quel­
la di rendere il sistema stabile; vale a dire che, trascorso un certo 
intervallo di tempo, il sistema si assesta su una distribuzione sta­
zionaria del numero delle piante in ciascuno degli stadi di sviluppo. 

La Fig. 8 riporta i risultati della simulazione dei processi di cre­
scita relativi ai diversi stadi di sviluppo, mentre la Fig. 9 rappresen­
ta le previsioni delle raccolte, quella complessiva e quelle relative 
alle ultime quattro classi di età. 

IL MODELLO COMPARTIMENTALE IN TERMINI DI BIOMASSA 

Semplici considerazioni consentono di ridefinire il modello com­
partimentale cosÌ da renderlo idoneo a trattare la dinamica di una 
popolazione naturale in termini di flussi e di produzione di biomas­
sa. In effetti ciò che si richede è semplicemente l'aggiunta di un ul­
teriore parametro dinamico che rapresenti il tasso di accrescimento 
della biomassa in funzione dell'età degli individui. Il nuovo modello 
può allora essere rappresentato grafico nel modo seguente: 

lGk lGk+ 1 

Qk-I [~J Qk ·8 Qk+1 

lVk lVk+ 1 

dove Mk rappresenta la massa totale dello stadio (k); Qk è il tasso 
di trasferimento di massa dallo stadio (k) allo stadio (k + 1); Vk espri­
me la perdita di massa dovuta alla mortalità; e infine Gk è il nuovo 
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parametro dinamico necessario per tenere conto del tasso di accre­
scimento della massa degli individui presenti nello stadio (k). 

A questa rappresentazione grafica corrisponde il seguente siste­
ma di equazioni differenziali ordinarie: 

[24] dMk/dt = Ok-l + Gk - Ok - Vk 
k = 0,1,2, ..... n 

Sommando membro a membro le equazioni [24] ed indicando con 
M la EMk, cioè la massa totale dell'intera popolazione, si ottiene: 

[25] dM/dt = 00 + EGk - EVk 

che descrive la dinamica della massa della popolazione nel suo com­
plesso, e dove 00 esprime il contributo alla biomassa imputabile al­
la fecondità. 

A questo punto, se con la grandezza produzione di una popo­
lazione (P) intendiamo l'aumento di massa degli individui della po­
polazione sommata all'apporto delle nuove uova, è ragionevole 
porre: 

[26] P = 00 + EGk 

Considerando l'intervallo temporale to-t, la produzione della popo­
lazione in tale intervallo sarà data da: 

[27] Pt-to = l~o P(t)dt 

Indichiamo con Wk la biomassa individuale finale relativa allo 
stadio (k), che coincide con il valore della biomassa individuale all'i­
nizio dello stadio successivo; e con gk il tasso unitario medio di ac­
crescimento nello stadio (k); nell'ipotesi che la massa sia, in ciascuno 
stadio di sviluppo, distribuita in modo uniforme, si potrà porre: 

Ok = RkWk 
Vk = dkMk 
Gk = gkNk 
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di modo che le equazioni [24], [25] e [26] diventano rispettivamente: 

[24'] dMk/dt = Rk-1Wk-l + gkNk - RkWk - dkMk 
[25'] dM/dt :=;; RoWo + I:gkNk - LdkMk 
[26'] P = RoWo + LgkNk 

L'equazione [25'] consente di derivare una stima asintotica della pro­
duzione totale. Integrando tale equazione da to a t si ottiene infatti: 

M(t) - M(to) = Pt-to -l~o (EdkMk)d7 

Per t < < to il primo membro può essere trascurato, per cui vale: 

[27'] Pt-to = l~o (EdkMk)d7 

Inoltre, se ci si accontenta di una versione approssimata della [25'], 
si avrà: 

P = L dkMk 

È altrettanto possibile descrivere la dinamica della biomassa in 
ciascuno degli stadi in termini di biomassa individuale media (mk). 
Ponendo infatti: 

[28] mk = Mk/Nk 

e derivando la [28] si ricava: 

2 

[28'] dmk/dt = - [(Mk/Nk)*(dNk/dt] + [(lINk)*(dMk/dt)] 

Sostituendo le [14] e [24] nella [28'] si ricava: 

[29] dmk/dt = - mk (Rk-lINk) + mk (Rk/Nk) + 
+ Wk-1 (Rk-lINk) + gk - (Rk/Nk)Wk 

E ponendo: 

rk-l = Rk-lINk = Nk-lI (Tk-1Nk) 
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otterremo infine: 

[29'] dmk/dt = - rk-l (mk-Wk-l) + gk + (mk - Wk)/Tk 

che rappresenta r equazione basilare per descrivere la dinamica della 
biomassa individuale media relativa allo stadio (k). 

Dall'equazione [29'] si può ottenere una diversa stima asintoti­
ca della produzione totale. Moltiplicando la [29'] per Nk e somman­
do rispetto a (k) otteniamo: 

[30] LNk (dmk/dt) = RoWo-Roml + LgkNk-LRk(mk + 1- mk) 

L'integrazione della [30] nell'intervallo (to,t) porta alla: 

rt

to 
rt 

[31] J (LNkdmk/dt)d-r = Pt-to - Jto [Roml + 
+ LRk(mk + 1 - mk)]d-r 

Per t < < to è possibile trascurare il termine di sinistra, cosÌ da ot­
tenere: 

[32] Pt-to = J~o [Rom! + ERk(mk + ! - mk)]dt 

Si può peraltro notare che, trascurando il termine di sinistra nella 
[30], si perviene alla relazione: 

[32'] P = Roml + LRk(mk + 1 - mk) 

che è del tutto equivalente all'equazione suggerita da PETROVICH, SHU­
SHKINA e PECHEN (1964). In questa formulazione il modello è stato 
applicato da diversi autori (WINBERG, PECHEN e SHUSHKINA, 1965; Iv A­
NOVA, 1973). 

Come si è visto, il problema di stimare la produzione (nell'acce­
zione di cui sopra) può essere risolto tramite l'utilizzazione delle re­
lazioni asintotiche [27'] e [32], la prima delle quali richiede la cono­
scenza dei tassi di mortalità (che possono essere valutati nei modi 
esposti precedentemente), mentre l'equazione [31] postula la sola co-
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noscenza dei tassi di sviluppo. Se si è invece interessati al calcolo 
del tasso di produzione, si possono usare le relazioni [27'] e [32'], le 
quali non consentono però un'approssimazione molto buona. 

Al fine di valutare-in modo più appropriato sia il tasso della pro­
duzione che la produzione totale è sempre consigliabile servirsi del 
sistema di equazioni differenziali [29'], che descrive la dinamica del­
la massa media dei diversi stadi considerati. Tali equazioni consen­
tono di calcolare i tassi di crescita (gk), utilizzando il metodo diffe­
renziale diretto riportato in appendice. 

In ogni caso, quando si tratta di esaminare una situazione spe­
rimentale specifica, è necessario, partendo dal modello generale a 
(k) stadi, scegliere una sua formulazione particolare ad hoc che sia 
nel contempo la più semplice e la più utile. 

Un caso particolare di grande interesse è quello delle popola­
zioni naturali in cui è possibile trascurare l'aumento di massa delle 
uova, ed in cui lo stadio di sviluppo relativo alle stesse uova si può 
considerare in una situazione di equilibrio. Il modo più semplice per 
analizzare il comportamento dinamico di una tale popolazione è quel­
lo di considerarla come un unico compartimento, per poi calcolare 
il tasso medio di aumento ed il tasso della produzione dell'intera po­
polazione, senza specificare i ruoli giocati dai diversi stadi di svi­
luppo. In questa approssimazione il modello ad un solo stadio atto 
a rappresentare la dinamica della biomassa media si riduce alla se­
guente equazione differenziale: 

[33] 

dove: 

rE 
WE 
gN 
mN 

= 

= 

dmN/dt = - rE (mN - WE) + gN 

E/(TEN) rappresenta il tasso unitario di natalità; 
massa media degli individui nuovi nati; 
tasso unitario di aumento di biomassa; 
massa media individuale. 

Questo modello ultrasemplificato può essere utilizzato non solo per 
popolazioni che presentano comportamenti dinamici simili nelle dif­
ferenti classi di età, ma anche in quei casi in cui risulti particolar­
mente difficile suddividere la popolazione in diversi stadi di sviluppo, 
oppure quando non è possibile conoscere i tempi di sviluppo relati­
vi a ciascuno stadio. 
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La produzione totale può essere calcolata, in tali casi, con la re­
lazione: 

[34] p = REWE + gNN 

che richiede la stima preventiva del tasso unitario di crescita (gN); 
oppure con l'espressione approssimata: 

[35] p = REmN = [E/(TEN)]*MN 

Questa approssimazione, che si trova frequentemente in letteratu­
ra, è in effetti applicabile solamente a quelle specie in cui la diffe­
renza di massa tra gli individui nuovi nati e gli adulti è COSI piccola 
da poter essere trascurata (EDMONDSON e WINBERG, 1971). 

Nei casi in cui sia necessario tenere conto di due stadi di svilup­
po (ad esempio: individui giovani e individui adulti), il modello che 
rappresenta la dinamica della massa media si riduce al sistema di 
due equazioni differenziali: 

[36] 
dmY/dt = YrE(mY - WE) + gY + 1/TY(mY - WY) 
dmA/dt = - rY(mA - WY) + gA 

dove: 

rE 
rY 
gY, gA 
mY, mA 
WE, WY 
Y,A 

E/TEY = tasso unitario di natalità; 
Y /TY A = tasso unitario di sviluppo; 

= tasso unitario di crescita di giovani e adulti; 
massa media rispettivamente di giovani e adulti; 
massa media dei nuovi nati e primipari; 
densità di individui giovani e adulti. 

La prodÙzione totale può essere calcolata come: 

[37] p = REWE + gYY + gAA 

che necessita della preventiva stima dei tassi unitari di crescita; op­
pure, in analogia col caso precedente, utilizzando una delle seguen­
ti espressioni approssimate: 



[38] 
[38 1

] 

p 
p 

REmY + RY (mA - mY) 
REWY + RY(WA - WY) 
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Con un modello cl due stadi, del tipo appena descritto, è stato 
possibile analizzare la dinamica in termini di biomassa di una po­
polazione di Daphnia hyalina, già descritta precedentemente in ter­
mini di densità. 

Fig. lO riporta la risposta del modello rispetto alle masse me­
die. I risultati riprodotti in Fig. Il si riferiscono invece ai tassi uni­
tari di crescita degli individui giovani e degli adulti, i quali, oltre 
ad avere andamenti differenti tra loro, presentano anche delle ac­
centuate fluttuazioni stagionali, legate con ogni probabilità a fatto­
ri ambientali. I valori delle produzioni relative ai differenti stadi di 
sviluppo ed alla produzione dell'intera popolazione sono rappresen­
tati in Fig. 12. 
Fig. 13, infine, mostra l'andamento della produzione relativa ad in­
tervalli di tempo (t-to), calcolata con metodi diversi. I risultati mo­
strano che, mentre sussiste un buon accordo con t > > to' cioè nella 
regione di saturazione, le differenze sono invece significative nella 
fase di crescita rapida. Ciò vale a dire che, quando le osservazioni 
sperimentali sono limitate a periodi brevi, non è più sufficiente l'u­
so del metodo di calcolo asintotico e diventa necessario ricorrere al­
l'espressione precisa, che richiede la valutazione preventiva dei tassi 
uni tari di crescita. 
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Fig. IO - Risposta del modello a due compartimenti per le masse medie di individui 
giovani e adulti, in una popolazione di Daphnia. (DE BERNARDI, DI COLA, 1976). 
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Fig. Il - Tassi unitari di crescita per giovani e adulti in una popolazione di Daphnia 
(DE BERNARDI, DI COLA, 1976). 
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Fig. 12 - Produzione giornaliera di uova, giovani e adulti in Daphnia hyalina (DE BER­
NARDI, DI COLA, 1976). 
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Fig. 13 - Produzione totale P t -t in una popolazione di Daphnia hyalina, calcolata con 
metodi diversi: ( __ ) con l'equazione 37 ( __ ) con l'equazione 38, ( ..... ) 
con la 38', (-------) con la 27 (DE BERNARDI e DI COLA, 1976). 
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CONCLUSIONI E PROSPETTIVE 

Gli esempi applicativi sopra ricordati dimostrano a sufficienza 
la grande flessibilità e le notevoli potenzialità analitiche dei modelli 
compartimentali applicati allo studio della dinamica delle popola­
zioni naturali con reclutamento continuo; tali modelli sono in grado 
di evidenziare i meccanismi fondamentali di regolazione e di pertur­
bazione che agiscono sui tassi di fecondità e di mortalità delle popo­
lazioni. 

In un'ottica più generale, si può affermare che lo sviluppo della 
modellistica compartimentale costituisce una conferma ulteriore del 
ruolo rilevante che i metodi matematici possono avere nello studio 
di molti problemi biologici, riguardo ai quali il livello di analisi at­
tinto dai modelli matematici ed il raffinamento degli algoritmi nu­
merici consentono una comprensione più profonda di aspetti e 
processi essenziali. 

Certamente bisogna sempre avere presente che un modello ma­
tematico, ed in particolare un modello compartimentale, non può 
andare oltre una rappresentazione teorica approssimata dei feno­
meni biologici osservati. Tuttavia, i casi in cui l'approssimazione si 
rivela più marcata indicano anche le direzioni nelle quali lo svilup­
po del modello può riuscire più proficuo. CosÌ, il concetto teorico 
portante dell'analisi compartimentale implica l'ipotesi che una po­
polazione naturale possa essere suddivisa in una serie di stadi di svi­
luppo o compartimenti omogenei. L'eccessivo schematismo di questa 
ipotesi putt essere agevolmente superato sviluppando il modello com­
partimentale nella direzione di una sua versione stocastica, la quale 
rende conto del fatto che una distribuzione statistica dei tempi di 
soggiorno dei diversi individui in ciascuno degli stadi di sviluppo 
della popolazione è sicuramente più vicina alla realtà. Lo sviluppo 
della forma stocastica dei modelli compartimentali è già ad uno sta­
dio avanzato nel campo dei problemi che concernono il passaggio 
di un dato materiale attraverso i vari comparti che si possono isola­
re in un organismo (MATIS e HARTLEY, 1971); ma alcuni lavori a cui 
si è fatto cenno nel testo (GUTIERREZ e BAUMGAERTNER, 1984) mostra­
no che tale direzione di sviluppo è assai fruttuosa anche per i mo­
delli compartimentali applicati alla dinamica delle popolazioni. 

Non meno significativa e proficua sembra essere la direzione di 
sviluppo delineata dall'inclusione nelle equazioni del modello di ter-
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mini di «sfasamento» o di ritardo, tali da rendere i modelli compar­
timentali capaci di trattare i problemi in cui i processi dinamici re­
lativi ad uno stadio di sviluppo sono governati da fenomeni che si 
verificano in stadi precedenti, qualche tempo prima dell'istante con­
siderato. 

APPENDICE 

STIMA DEI PARAMETRI DEI MODELLI COMPARTIMENTALI CON IL 
METODO DIFFERENZIALE DIRETTO 

Come è noto, uno dei problemi più importanti che si debbono 
affrontare quando si propone la descrizione idealizzata di un feno­
meno con un modello matematico è quello di pervenire ad una sti­
ma dei parametri presenti nelle equazioni del modello tale da rendere 
le sue previsioni il più possibile vicine ai valori osservati sperimen­
talmente per le variabili rilevanti del sistema studiato. 

Il metodo differenziale diretto della stima dei parametri, noto 
anche come metodo del fitting diretto delle equazioni differenziali 
(JACQUEZ, 1972), è solitamente considerato come un metodo poco af­
fidabile, in quanto le stime che esso consente sono affette da un er­
rore che risulta amplificato dalla valutazione numerica delle derivate 
delle variabili di stato. Esso, tuttavia, basandosi sulla stima delle 
derivate delle variabili di stato, presenta l'indubbio vantaggio di non 
richiedere la preventiva integrazione delle equazioni differenziali del 
modello, né una valutazione iniziale dei parametri. D'altro lato, l'am­
plificazione dell'errore legata al processo della derivazione numeri­
ca è notevole soprattutto nei casi in cui i dati sperimentali non sono 
disposti su di una curva sufficientemente regolare. Questo difetto 
può quindi essere ridotto in misura apprezzabile qualora risulti pos­
sibile procedere ad una preventiva regolarizzazione dei dati speri­
mentali con l'uso di opportune funzioni di base (ad esempio 
servendosi delle funzioni «spline» cubiche), che si possano poi deri­
vare analiticamente. 

Una volta raggiunta una stima soddisfacente delle derivate del­
le variabili di stato, il problema diventa quello di ottenere i parame­
tri da un sistema di (m) insiemi di (n) equazioni lineari simultanee. 
Problema che, a sua volta, può essere risolto in due modi: o con il 
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metodo dei minimi quadrati (Box, DAVIES e SWANN, 1968; DRAPER, 
SMITH, 1966; DAVIES, 1967); oppure con il metodo della programma­
zione lineare (WAGNER, 1962; FISHER, 1961). Nella maggior parte del­
le situazioni che si incontrano nella pratica non c'è una differenza 
significativa tra le stime ottenute con i due metodi, per cui nel se­
gui to ci riferiremo alla sola programmazione lineare. 

Il metodo differenziale diretto è applicabile solamente ai siste­
mi di equazioni differenziali ordinarie che siano lineari nei parame­
tri e postula che le osservazioni sperimentali interessino tutti i 
compartimenti trattati dal modello. La prima limitazione è comune 
a molti altri metodi di stima dei parametri, nel senso che il proble­
ma della valutazione dei parametri non lineari può essere risolto so­
lamente con metodi di approssimazione successiva, i quali richiedono 
una buona stima iniziale dei parametri nonché la ripetizione dell'in­
tegrazione del sistema di equazioni diffeJ;"enziali ad ogni passo del 
processo di approssimazione (JOHNSON, 1962). La seconda limitazio­
ne è invece più preoccupante, soprattutto quando si ha a che fare 
con sistemi che richiedono molti compartimenti difficili da raggiun­
gere sperimentalmente. Tuttavia, in molti problemi importanti che 
concernono sistemi biologici, ecologici o bioeconomici, non si incon­
trano eccessive difficoltà nell'ottenere informazioni sperimentali re­
lative alla totalità dei compartimenti, in cui il sistema è stato 
suddiviso. 

I passi da seguire nell'applicazione del metodo differenziale di­
retto alla stima dei parametri possono essere schematizzati come 
segue: 
Sia dato il sistema di equazioni differenziali ordinarie: 

[Al] dx/dt = g(t,x,k); to < t > = T; x(to) = C 

dove (x) è il vettore di stato n-dimensionale, 
(k) è un vettore m-dimensionale di parametri, 
(g) è un vettore di funzioni note che rappresentano i tassi di varia­
zione delle variabili di stato. 
Assumiamo che g(t,x,k) sia lineare rispetto al vettore dei parametri 
(k), cioè: 

[A2] g(t,x,k) = Ekjgj(t,x) 
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Possiamo inoltre supporre che il vettore di stato sia direttamente 
misurabile, cioè che esso coincida col vettore delle osservazioni: 

q=x 

Se x(t) è sufficientemente regolare, (dx/dt) può essere rappresentata 
da una trasformazione lineare (BELLMAN, 1969): 

[A3] 

per esempio utilizzando la derivazione numerica. L'amplificazione 
dell'errore associata alla derivazione numerica può essere evitata 
con il seguente algoritmo. 

Si ricercano delle funzioni di regolarizzazione dei dati sperimen­
tali x.(t), tali che: 

l 

1) xj(t) sia continua fino alla derivata seconda nel sub-intervallo (t
k

, 

tk+l); 
2) x.(t) renda minimo il funzionale: 

l 

E 
K 

3) 

Le x.(t) sono funzioni «spline» naturali cubiche; con una sempli-
J 

ce derivazione analitica delle x.(t) si ottiene una stima delle deriva-_ l 

te dx.(t)/dt. 
J 

Si può adesso procedere alla stima di (k) rendendo minimo il fun-
zionale: 

[A4] 

Il problema di minimo può essere formulato senza difficoltà in ter­
mini di programmazione lineare come segue: 

[AS] min È E (e!. + e~.) 
<k.e> i=l j=l Il Il 
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soggetto ai vincoli di eguaglianza lineare: 

ed ai vincoli di diseguaglianza: 

ke > = O; con 1, ..... ,T
k 

1, ..... ,n 
e = 1, ..... ,p 

e:i , e~ rappresentano gli scarti sopra e sotto la j-esima funzione di 
regressione interpolata per l'iesimo set di osservazioni; il presentarsi 
di e~. > O e di e~. > O deve essere escluso (WAGNER, 1962). 

u u 

RIASSUNTO 

I modelli compartimentali trovano un largo impiego nello studio dei sistemi di 
interesse biologico, economico e agricolo. Il presente lavoro sviluppa le potenzialità 
di un modello compartimentale originariamente suggerito da ARGENTESI, DE BERNAR­
DI e DI COLA (1974 a, b) per lo studio della dinamica di popolazioni con reclutamento 
continuo. 

Il modello consente di sviluppare un metodo assai semplice di stima di alcuni 
parametri dinamici essenziali per l'interpretazione delle interazioni biotiche ed abio­
tiche delle popolazioni. 

Gli esempi applicativi del modello dimostrano come la metodologia comparti­
mentale riesce ad evidenziare i processi fondamentali che influenzano i tassi di fe­
condità e di mortalità. 

Il modello compartimentale può essere formulato anche in termini di biomassa, 
cosÌ da consentire la stima della produzione di una popolazione. 

I parametri delle equazioni differenziali del modello possono essere stimati in 
programmazione lineare e le derivate possono essere valutate direttamente, in modo 
da evitare l'amplificazione degli errori conseguente al loro calcolo numerico. 
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