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MARIO PISANU'" 

ASPETTI TEORICI E PRATICI NELLA DETERMINAZIONE DELL'ARMATURA 

IN MENSOLE VERTICALI DI CALCESTRUZZO ARMATO 

1. PREMESSA 

L'attività di routine dei progettisti di strutture e manufatti in calcestruzzo armato 
riserva generalmente limitate attenzioni alla riduzione dell'armatura metallica 
negli elementi verticali soggetti a spinte laterali: perciò il dimensionamento dei 
ferri d'armatura, quand"anche venga eseguito con metodi rigorosi, raramente è 
« modul'ato » 'secondo I "entità effettiva delle spinte che variano in funzione ere· 
scente ,con l'altezza della parete. 
Gli inconsueti tentativi di adeguamento, quando si fanno, si avvalgono di metodi 
del tutto ·empirici, che determinano Inelle strutture progettate percentuali d'arma~ 
tura di gran lunga superiori 'alle reali esigenze e pertanto costi di realizzazione 
maggiori al necessario. 
Tale modo di operare 'contrasta con la necessità, presente soprattutto nel settore 
delle costruzioni agricole, di ridurre per quanto possibile i costi, premessa deter· 
minante per il 'conseguimento di investimenti e produttività ottimali, e obiettivo 
primario in ogni attività d'impresa. 
A tal fine è anche utile ricordare che in un'azienda moderna trovano largo impiego 
le strutture suddette (le pareti di sili orizzontali e verticali, i muri di sostegno 
sono soltanto alcuni esempi) per riaffermare ulteriormente l'importanza econo­
mica di un loro corretto dimensionamento. 
I modi operativi d'intervento più semplici sono essenzialmente due: 
al ridurre il numero dei ferri procedendo dalle sezioni inferiori verso le superiori, 

tenedone costante il diametro, 

" Assistente ordinario· Istituto di Costruzioni rurali. 
l'elaborazione dei dati col calcolatore è stata eseguita da Gianna Panu. tecnico dell'Istituto. 
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b) conservare l'equidistanza dei ferri d'armatura, adeguando i diametri all'entità 

delle spinte. 

Quale soluzione adottare? Lo 'studio si propone di dare una risposta al quesito, 

ponendo a confronto i due aspetti anzidetti. 

2. SCOPO DELLO STUDIO 

In particolare prende in esame 'ed analizza i presupposti teorici che regolano la 

riduzione dell'armatura nelle strutture 'in oggetto, per elaborare una metodologia 

che consenta nella pratica, la progettazione di manufatti più economici possibile. 

Allo scopo si fa riferimento ad una struttura verUcale con armatura semplice, 

senza nervature e soggetta a spinta orizzontale ripartita con legge triangolare 

e quindi senza sovraccarico (Fig. 1). 

Per render'e più lineare e meno dispersiva la successiva esposIzione viene qui 

di seguito riportata la S'imbologia adottata con le relative caratteristiche dimen-

sionali: 

h .. (cm) 

h" (cm) 

b ('cm) 
So (kg) 

yo (cm) 

Sx (kg) 

Yx (cm) 

Mo (kgcm) 

Mx (kgcm) 

t 

Afo (cm2) 

Afx (cm2) 

N 
0 0 (mm) 
0 x [mm) 
Vfl (cm3) 

Vfsr (cm3) 

Vfr (cm3) 

Pf (kg) 

altezza totale del manufatto 
distanza dalla sommità di una generica sezione orizzontale x -x 
'larghezza del manufatto ,considerata ai fini dei calcoli (b = 100 cm) 
spinta orizzontale totale 
braccio della spinta So 

spinta orizzontale relativa alla sezione x - x 
braccio della spinta Sx 
momento flettente alla base del manufatto 

momento flettente relativo alla sezione x - x 
coefficiente per il calcolo di progetto dell'armatura di una sezione 
inflessa con ,armatura semplice 
sezione dell'armatura alla base del manufatto 
sezione dell 'armatura nella sezione x -x 
numero dei ferri per metro lineare 
diametro dei ferri alla base 

diametro dei ferri nella sezione x - x 
volume del ferro teorico 
volume del ferro senza riduzione di armatura 
volume del ferro con riduzione dell'armatura 

peso dell'armatura 
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Fig, 1 • Diagramma delle spinte 
Thrust diagram 
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Per ragioni pratiche, inoltre, le altezze sono state computate 'a partire dalla som~ 
mità del manufatto; la numerazione dei pedici, relativa ai vari simboli, è invece 
progressiva dalla base verso l'alto. 

3. ASPETTI TEORIC! 

3.1. Armatura alla base 

Afo = t r MD' b = t • Yo' 100 

Af. = IO t V: S.· h. 

3.2. Armatura in generica sezione l 

Af" = t 1'/ Mx • b = t • Yx' b 
1 h2

x 

Poiché Sx = So -
h2 

.. 

e Yx = h" 
3 

3.3 Relazione tra armatura e altezza 

Dalla 

h. = 

(2) si ha che: 

1
3

/ 3Afx' h2
0 r 100 t2

• So 

3.4. Ricerca analitica delle altezze di 'riduzione 

(1 ) 

(2) 

(3) 

Osservando ·Ia Fig. 2 si può 'ricavare ·iI volume di ferro come somma di aree di 
rettangoli computate a partire dall'estremità inferiore del muro. 

1 la relazione (2) non tiene conto dello spessore del muro nelle varie sezioni che teoricamente 
dovrebbe ridursi. al pari dell'armatura, per assumere valore O in sommità. mentre nella pratica 
esso viene rastremato linearmente fino ad un minimo di 25-30 cm. 
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Fig. 2 - Sez·ioni teoriche delf.armatura in funzione delle altezze di riduzione. 
Theoretical reinforcement sections in function of reduction heights 

Supposto 'infatti di dover effettuare n riduzioni di armatura e indicando con m il 
numero ordinale delle riduzioni si avrà: 

n 

Vf = L Af (h - h (4) 
m=O m m m+1 

Dove 'il primo e 'l'ultimo termine sono rispettivamente: 

Afo (ho - hl) e Afn (hn - O) 

Foiché Afo e ho sono noti e poiché le varie Afm possono essere espresse in fun­
zione dei corrispondenti hm come visto nella (2), si può esprimere la (4) in funzio­

ne dei soli hm. 
Applicando a quest'ultima la teoria dei massimi e dei minimi (derivando cioè 
rispetto 'ai vari hm ·ed eguagli·ando a O tali derivate parziali) si perviene ad un 
sistema ,di n equazioni 'con n incognite; la sua soluzione permette di conoscere 
i valori di hm 2 ,che rendono minima l'armatura 'espressi in funzione dell'a[tezza 

totale ho ·de[ manufatto, e .cioè: 

hm = 'Clm· ho (5) 

dove Clm è un coefficiente che si determina appunto con [a risoluzione del sistema 

suddetto. 

2 I valori di hm così determinati, sono computati come già detto a partire dalla sommità del 
manufatto; per determinarli a partire dalla base è necessario effettuare la differenza ho - hm' 
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Sostituendo ora il valor'e di hm nella relazione (2) si può determinare il corrispon­
dente valore di Afro. 

10t V 1 Afm = -- - So (am' ho)3 
ho 3 

Ponendo ]/ a.3
m = ~m s'i ha che: 

Afm = ~ro' Afo (6) 

Nella Tab. 1 vengono riportati i valori di a e ~ in funzione di n e m. 

3.5. Quantità di ferro 

La quantità di ferro nel ,caso non si operi 'alcuna riduzione di armatura (Fig. 3.a), 
risulta: 

Vfsr = Afo' ho 

cioè: 
I 

VI" = 10 t· ho V : So· ho (7) 

Mentre ,il volume di ferro taori'co, cioè quello 'indicato ,in Fig. 3.b, può essere 
calcolato con il seguente integrale definito: 

Vft = (
ha Jho 

Af,· dhx = 
• O O 

10t V 1 -- - So' h3x • dh, 
ho 3 

VI, = 4t· h. V: So· ho (8) 

a. b. c. 
Fig. 3 - Volumi di ferro: al senza alcuna riduzione; b) teorico; c) con riduzioni dell'armatura. 

Iron volumes: al without any reduction. bI theoretical, cl with some reductions of 
rei nforcement 
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La (7) e ,la (8) rappresentano rispettivamente il massimo ed il minimo volume 

10 
di ferro: dal rapporto VfsrjVft = - si deduce che la quantità di ferro nel caso 

4 
non si -operi alcuna riduzione è pari a 2,5 volte la quantità teorica. Operando 
invece delle riduzioni i'I volume di volta in volta necessario (Vfr) sarà compreso 
tra i 2 valori suddetti {Fig. 3.'c) tendendo al valore teorico man mano che au­
menta il valore di n cioè ,il numero delle riduzioni, tant'è che: 

j 

I i m L A f (h - h ) = 4 t • h - So· ho ti V 1 
n-QO m=O m m m+1 O 3 

Nello specchietto sottostante vengono indicati valori del rapporto VfrjVft in 
funzione del numero delle riduzioni. 

n Vfr/Vft 
nessuna riduzione 2,50 

1 riduzione 1,69 
2 riduzioni 1,44 
3 riduzioni 1,32 
4 riduzioni 1,26 
5 riduzioni 1,21 
6 riduzioni 1,18 
7 riduzioni 1,16 

8 riduzioni 1,14 

4. ASPETTI PRATICI 

L'esposizione teorica fin qui illustrata può servire come base per l'elaborazione 
di una metodologia pratica da impiegarsi nella riduzione ,dell'armatura. 
Occorre 'innanzi tutto premettere che i valori teorici calcolati di Afm e hm difficil­
mente possono mantenersi nella realtà in quanto ,i diametri commerciali per­
mettono solo di approssimare la sezione effettiva dell'armatura a quella teorica 
derivante dai calcoli; lo scarto risulta tuttavia modesto e quindi accettabile. 
La metodologia illustrata qui appresso si riferisce ai 2 casi possibili di riduzione 
dell'armatura e cioè alla riduzione del numero dei ferri ed alla riduzione del dia­
metro degli stessi. 

4.1. Riduzione del numero 

Può essere attuata quando si ha un numero pari (N) di ferri alla base di modo 
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che almeno una riduzione possa effettuarsi eliminando un ferro si ed uno no (3). 

Nel caso che N sia ,dispari può attuarsi 'egualmente prendendo però in esame 
nei calcoli una lunghezza b ,di struttura doppia (cioè 200 'cm) ,in modo da 
agire sempre su un numero di fer'r,i pari :(nel caso 'spe'cifico 2N). 
Le riduzioni del numero 'comportano come conseguenz'a dimezzamenti successivi 

Afo Afo 
dell'area di base Afo (1& riduzione --; 2& riduzione --; ecc.). In generale, detto 

2 4 
m il numero progressivo della riduzione si ha che: 

Afo 0 2
0 ·1t 

Afm = dove Afo = N 
2m 400 

per cui 
N • 0 2

0 • '7t 
Afm = 

800m 

4.2. Riduzione del diametro 

V,iene attuato su tutti gli N ferri riducendo nella opportuna sezione il diametro 
da 0 0 a 0 m (dove 0 m < 00), scegliendo 0 m fra quell'i 'Commerciali più piccoli 
di 0 0 di modo che: 

Afm :5 
400 

4.3. Confronto fra le 2 metodolog,ie 

Alla luce delle ,considerazioni teoriche si può osservare come la riduzione del 
numero dei ferri ,sia meno vantaggiosa 'r,ispetto a quella del diametro. Questo 
poiché le varie Afro sono fissate a priori come dimezzamenti successivi di Afo; si 
ha quindi un ,certo scostamento rispetto a quello teorico, scostamento che è tanto 
più evidente quanto maggiore è il numero delle riduzioni attuate. 
V'iceversa la riduzione del diametro permette di avvicinarsi maggiormente -alle 
condizioni teoriche in quanto i vari Afro non sono prestabiliti ma dipendono dalla 
scelta del 0 m • 

Bisogna tuttavia aggiungere ,che in questo caso occorre tener presente il maggior 
onere derivante dalle ,giunzioni dei ferri. 

3 Questo sistema permette di mantenere costante la distanza tra i ferri anche dopo le riduzioni 
e quindi di non squilibrare l'armatura. 
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E. APPLICAZIONE NUMERICA 

Per poter meglio chiarire quanto finora esposto si procede all'applicazione della 
metodo,logia in un caso concreto. 
Si fa riferimento, allo scopo, ad un muro di sostegno con armatura semplice nel 
quale 'si effettuerà la riduzione sia riducendo il N dei ferri sia riducendo il 0. 

Per ciascuno dei 2 metodi si prende in esame il caso che ,prevede una sola ridu­
zione e quello 'con due 'riduzioni. 

5.1. Parametri geometrici estatici 

- altezza del muro 
- spinta totale 
- braccio della spinta 
- 'coefficiente per il calcolo di progetto dell'armatura di una se-

zione rettangolare inflessa con armatura semplice (per Kc 80 

kgf'cm2, per Kf = 2000 kg/cm2 e per un 'rapporto di ampUti­
'cazione pari a 10). 

5.2. Armatura alla base 

Applicando la (1) si avrà: 

Afo = 15,36 cm2 armatura teorica 
Scelto 0 0 = 16 mm, il numero dei ferri risulta: 

15,36 
N = -- = 7,77 .... 8 ferri 

162 
7t 

400 

L'Afo effettiva sarà perciò di 16,08 cm2• 

5.3. Caso di una sola riduzione 

5.3.1. Riduzione ,del numero 

Il numero dei ferri viene dimezzato e cioè passa a 4: 
Afi 8,04 cm2 

Applicando la (3) si determina 'l'altezza di riduzione hl: 

hl = 289 cm 

ho = 450 cm 
SQ = 5200 kg 
yo = 150 cm 

t = 0,00177 
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Il volume di ferro viene calcolato con la (4): 
Vf = 4912cm3 

5.3.2. Riduzione del diametro 

Dalla Tab. 1 si ricava il 'coefficiente ~ da utilizzarsi nella relazione (6): 

Afl = 6,25 cm2 

che corrisponde a 8 ferri del 0 10 (Afl = 6,28 cm2
) 

Si ,calcola con la (3) l'altezza ,di riduzione hl: 

hl = 245 cm 
mentre 'con la (4) si determina il volume di ferro corrispondente: 

Vf = 4835 cm3 

5.4. Gaso di 2 riduzioni 

5.4.1. Riduzione del numero 

La prima riduzione comporta un dimezzamento 'degN 8 ferri di base per cui si avrà: 

Afl = 8,04 cm2 

hl ,= 289 cm 

La seconda riduzione determinerà un successivo dimezzamento per cui rimangono 
solo 2 ferri: 

Af2 = 4,02 cm2 

Applicando rispettivamente la (3) e la (4) si avrà che: 
h2 = 182 om 
Vf = 4181 cm3 

5.4.2. Riduzione del diametro 

Dalla Tab. 1 si desume il coefficiente ~ da applicare nella (6) per cui risulta: 

Afl = 9,27cm2 

che corrisponde a 8 ferri ·del 0 12 (Afl = 9,05 'cm2
) 

Tale valore sostituito nella (3) permette di ottenere l'altezza ove 'attuare la prima 

riduz'ione 

hl = 312 cm 

Sempre dalla Tab. 1 si ricava il coefficiente ~ per ,la 28. riduzione per cui si avrà: 

Af2 = 3,71 cm2 

a cui si può far corrispondere 8 ferri del 0 8 (Af2 = 4,02cm2
). 

Si 'calcola ·con la (3) l'altezza della seconda riduzione: 

h2 = 182 'cm 
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Il volume di ferro corrispondente sarà: 
Vf 4127 cm3 

5.5. Risultati e osservazioni 

Per poter meglio osservare ,i risultati, questi vengono 'raggruppati nella sotto­
stante tabella: 

Nessuna 
riduzione 

ho (cm) 450 
Afo (cm2) 16.08 
hl (cm) 
Afl (cm2) 

h2 (cm) 
Af2 (cm2) 

Vf (cml ) 7236 
Pf (kg) 57 

Q) 
c: 
o ~ 
'NZ 
::J 

"O -
.- Q) 
0:"0 

450 
16.08 

289 
8,04 

4912 
39 

1 riduzione 

Q) Q) 
c: c: 
.~ !Sì .~ B 
::J ::J .;: 

"O - "00 ,- Q) .- <1l 0:"0 0: ..... 

450 450 
16.08 15.63 

245 244 
6.28 6.25 

4835 4745 
38 37 

2 riduzioni Armatura 
teorica 

Q) <1l Q) 
c: c: c: 
.E l' .~ !Sì o et! 

~z '§ .g 
::J 

"O - "O - "00 
.- Q) .- Q) .- Q) o: "C 0:"0 0: .... 

450 450 450 450 
16.08 16.08 15.63 15,63 

289 312 318 
8.04 9,05 9.27 
182 182 172 

4,02 4,02 3,7.1 
4181 4127 4055 2814 

33 32 32 22 

la sua analisi permette di osservare come tra i due metodi non vi sia grande 
differenza nei risultati (almeno per un numero di riduzioni limitato); tale 
differenza è d'altra parte abbondantemente compensata dal maggior onere che 
la giunzione dei ferri comporta. 
Viceversa occorre sottolineare che tra una sola riduzione e due riduzioni le dif­
ferenze siano più apprezzabili con uno scarto tra le due di circa 6 kg di ferro 
per mI. D'altra parte il vantaggio di attuare' il maggior numero di riduzioni è in 
parte attenuato dal maggior onere che le riduzioni stesse comportano. 
Appare pertanto sufficiente (considerato anche che nel tipo di struttura preso 
in 'esame 'l'altezza massima non supera normalmente i 5-6 metri) limitare ad 
1 o 2 le riduzioni dell'armatura per avere dei concreti risultati di risparmio. 

6. CONCLUSIONI 

I risultati del presente studio, offrono quindi al progettista una indicazione di 
metodologia da seguire nella progettazione delle strutture prese in esame, tale 
da associare un corretto dimensionamento ad un risparmio nei costi. Tale meto­
dologia, limitata ad un tipo particolare di manufatto può, con i dovuti accorgi­
menti, essere estesa 'ad altre condizioni statiche e costruttive. 
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SUMMARV 

The author examine the theoretical foundations. which control the reinforcement allocation in 
reinforcedconcrete cantilever elements subject to decreasing side thrust, in order to propose 
a practical methodology to individuate the opti mal reduction of heights and sections to gain a 
positive saving of iron. 
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